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Descrierea solutiei

Demonstram existenta numarului X prin inductie matematica dupa n, (n numar natural nenul).
Fie M, multimea numerelor de n cifre formate doar cu cifrele 1 si 2. card(M,)=2". Fie propozitia P (n) : “Pentru
orice numar natural nenul n existd un numar natural nenul X, din M,, astfel incat 2" | x, ”
Seobservica P (1) si P(2) suntadevirate deoarece:
e X.=2 si 2'|2
e X,=12 si 2|12
Presupunem P(K) adevirata, adici existi un numdr natural nenul X, din M,, astfel incat 2* | .. Atunci
X,=2"p, unde p este un numir natural nenul.
Demostram ca P(k) = P(k+1) este adevarata.
Construim numarul Xy, cu ajutorul lui X, in functie de paritatea lui p astfel:
e dacd p este par, atunci:
- p=2-q
—  Xp=2 ‘105X, =2 -10%4+2% :p=2 -10"+2% -2 -q=2""" - 542" . g=2""" (54 q) | 2K
e dacd p este impar, atunci:
- p=2-gq +1
- Ken=110%4X, =10%+2" - (2 -g+1)=2" (5"+2 -g+1) | 2" deoarece (5*+2 -q+1) | 2
Observam ca numarul X, construit apartine multimii M,,; => P(n) este adevarata pentru orice n>1.

Tn plus, exista un singur numir X din M, care si fie divizibil cu 2"

Vom arata ca numerele din M,, dau resturi distincte la impartirea prin 2°.

Pp cd exista doua numere distincte A,=a asas. . .a,-1a, $i Bp=b:bybs. . .b,1b, din M, care dau acelasi rest
la impartirea prin 2" (a;,bie{1,2}). Astfel aceste numere trebuie sa aiba aceeasi paritate (fie ambele sunt
pare, fie ambele sunt impare) => a,=b,=c si 2" | A,-B,

Notand cu A,-1=a;aas. . .a,-; $i By-1=b;b,bs. . .b,.; obtinem ca:

A,=10*A,_+c si B,=10*B,.;+c = A,-B,=10 (A,-1-B,-1) =22" [10(A,-1-B,1)

=>2"" | A, ;-B,; = numerele A, , si B, ; dau acelasi rest la impartirea prin 2"7"

Din aceasta relatie, deducem ca mai sus ca: a,-;=b,;

Repetand rationamentul descris, obtinem ca cele doua numele 2, si B, sunt egale, (a;=b; pt. i=1,2, ..., n).
Rezulta ca presupunerea este falsa si ¢ numerele distincte din M dau resturi diferite la Impdrtirea prin 2". Cum
multimea resturilor impartirii prin 2" este R={0,1,2,3, ..., 2"-1}si card(M)=card(R)=2" rezulta ca exista
un singur numar X in multimea M divizibil cu 2"

Acest numar X (solutia problemei) este al n-lea termen al sirului X, construit conform relatiilor de mai sus:

X, =2'-1=2
X,=2%-3=12

Xk:2k p
2-10*+X; dacd p=2-q

K=

1-10%+X, dacd p=2-q +1



